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Reversibilitat und Irreversibilitdt — Mathematische Untersuchungen

zum Zeitverhalten des Produktlebenszyklus
von Prof. Dr. Jorg Herold und Prof. Dr. Bernd Ahrens

Zusammenfassung

Genaue Prognosen von Absatzmdglichkeiten und Marktpotenzialen fiir Innovationen kénnen heute ein
entscheidender Faktor sein, um sich auf dem Markt zu behaupten. Zur Sicherung des langfristigen
Unternehmenserfolgs sind im Zeitablauf produkt- und sortimentspolitische Entscheidungen zu treffen.
Erst im Zeitablauf wird aber sichtbar, ob sie richtig waren. Betriebswirtschaftlich sind solche
irreversiblen Prozesse von groBer Bedeutung, deren Umkehr nur indirekt erlaubt (dynamische
Irreversibilitat) oder sogar unmdglich (technische Irreversibilitat) ist. Ohne diese Beschréankungen,
spricht man von reversiblen Entscheidungen. Die Ausbreitung von Innovationen in der Literatur
erklaren lineare, exponentielle und logistische Modelle. Zur Bestimmung des Zeitverhaltens werden
die Innovationsausbreitungen mathematisch in Hin- und Ruckrichtung berechnet und klassifiziert. Die
Simulation der Zeitumkehr erfolgt durch Anderung der Vorzeichen fiir den Innovationskoeffizienten
(Antiwerbung) und Imitationskoeffizienten (negative Mundpropaganda) in den Diffusionsgleichungen.
Im Ergebnis zeigt sich, dass logistische und exponentielle Diffusionsprozesse dynamisch irreversibel
sind. Technische Irreversibilitat tritt hingegen nur fir logistische Ausbreitungsvorgange auf.

Abstract

Accurate forecasts of sales opportunities and market potential for innovation can now be a crucial
factor in order to compete in the market. To secure the long-term business success is over time and
product-range policy decisions. Over time, this would not be identified whether they were correct.
Economically such irreversible processes are of great importance, that reversal may only indirectly
(dynamic irreversibility) or even impossible (technical irreversibility) is. Without these restrictions, it is
called reversible decisions. The spread of innovations explained in the literature, linear, exponential
and logistic models. To determine the time behavior of the innovation propagation are mathematically
calculated in return direction and classified. The simulation time is reversed by changing the sign for
the coefficient of innovation (anti-advertising) and imitation coefficients (negative word of mouth) in the
diffusion equations. The results show that logistic and exponential diffusion processes are dynamic
irreversible. Technical irreversibility occurs only for logistical propagation processes.
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1 Einleitung

Die Produktpolitik wird in der Literatur (Weis 2004, S. 221) als Herzstiuck des
Marketings bezeichnet. Zur Sicherung des langfristigen Unternehmenserfolgs sind im
Zeitablauf produkt- und sortimentspolitische Entscheidungen zu treffen, die u. a. auf
der Theorie des Produktlebenszyklus basieren (Nieschlag et al. 2002, S. 120 ff.;
Weis 2004, S. 233; Meffert 1991, S. 62 ff., 158 ff., 361). Diese Theorie orientiert sich
an den naturlichen Prozessen und beschreibt das Erscheinen, Entwickeln und
Vergehen eines Produktes auf dem Markt (Bierfelder 1994, S.124). Der
Entwicklungsweg des Produktes wird durch Mode-, Geschmacks- und
Stilverdnderungen, psychologische Veralterungen und technischen Fortschritt stark
beeinflusst (Wohe 2008, S. 421).

Genaue Kenntnisse der inneren und &auleren Unternehmenssituation und die
Gesetzmaligkeiten des Produktlebenszyklus ermdglichen die strategische
Produktplanung (Stern 2010, S.160ff), die in der Regel durch
Entscheidungsspielraume zwischen Optimum und Scheitern gekennzeichnet ist
(ROss 1994, S. 17-21). Die richtige Alternative zu treffen, ist haufig schwierig (Meffert
1991, S.49), da die Prozesse neben deterministischen auch zufallige oder
chaotische Eigenschaften besitzen (Herold 2010, S. 7 ff.). Erst im Zeitverlauf wird
erkennbar, ob die urspriingliche Entscheidung tatsachlich die richtige Entscheidung
war oder ein Gegensteuern erforderlich wird (siehe Abbildung 1).

Optimale betriebswirtschaftliche Situation wurde erreicht.

;

\ Korrigierte
Entscheidung \

Betriebswirtschaftliche Ziele wurden verfehlt.
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Abbildung 1: Zeitlicher Verlauf betriebswirtschaftlicher Entscheidungen

Betriebswirtschaftlich wird es problematisch, wenn andere Moglichkeiten attraktiver
sind und der Umstieg mit Kosten, Zeitverlust verbunden oder unmdglich ist (Réss
1994, S. 20). Treten diese Beschrankungen beim Umstieg auf, spricht man von
irreversiblen Entscheidungen, denen eine besondere Aufmerksamkeit zu widmen ist
(Hule 2000, S.13ff). In der Literatur werden in diesem Zusammenhang
Fehlinvestitionen, ,sunk costs“ (Pindyck 1991, S. 1110-1152) und die Hysterese
(Cross 1993, S.68) genannt. Caballero (1996, S.641) schreibt, dass eine




Verdopplung der Unbestimmtheit fur Investitionen die Rendite um 20 % herabsetzt.
Irreversibilitdt kann aber auch einen positiven Nutzen fur das Unternehmen und fur
die Kunden besitzen, wenn die getroffenen Entscheidungen positiv sind. Die
Einfihrung von Normen und Typungen werden in diesem Zusammenhang von (Hule
2000, S. 21) genannt.

Ausgehend von den Naturwissenschaften werden im vorliegenden Artikel
mathematische Untersuchungen zum Zeitverhalten der Diffusionsgleichungen fur die
Innovationsausbreitungen durchgefuhrt. Die Frage, ob diese reversibel oder
irreversibel sind, wird beantwortet.

2 Begriffsbestimmungen von Reversibilitat und Irreversibilitat

Die Begriffe Reversibilitat und Irreversibilitdt haben ihren wissenschaftlichen
Ursprung in der Thermodynamik. Im Zusammenhang mit dem Carnotschen
Kreisprozess werden Prozesse, die zeitlich vollstandig umkehrbar (reversibel) bzw.
nicht vollstandig umkehrbar (irreversibel) sind, untersucht (Feynman et al. 1987,
S. 621-634).

2.1Reversibilitat in den Naturwissenschaften und der Okonomie
2.1.1 Naturwissenschaftlicher Ansatz

Ein reversibler Prozess ist vollstandig und ohne weitere Anderungen der
Systemumgebung umkehrbar (Duncan 1998, S.413-414). Wird in den
Grundgleichungen der klassischen Mechanik die Zeit umgekehrt (t = - t), lauft das
Geschehen riuckwarts (Weizsacker 2002, S. 120). Die funktionale Darstellung der
Reversibilitat zeigt Gleichung 1. Die Funktion ist punktsymmetrisch und lasst die
Zeitumkehr zu.

f(t)=-f(-1) (1)

Weizséacker (2002, S. 120) geht der Bedeutung der Zeitumkehr in den Gleichungen
nach und stellt fest, dass sich tatsédchlich nicht die Zeit, sondern der Prozess
umkehrt. Der kausale Zusammenhang der Funktion zwischen Gegenwart und
Zukunft bleibt bestehen (Weizsacker 2002, S. 123). Die Prozesse laufen nicht in
umgekehrter Reihenfolge ab, sondern die Funktionswerte y = f (t) kdnnen ohne
Verletzung der Naturgesetze wieder hergestellt werden (Weizsacker 2002, S. 123).




Die Reversibilitait soll anhand der geradlinigen gleichférmigen Bewegung
demonstriert werden.

Ausgangsgleichung: s (t) = v « t mit Weg (s), Geschwindigkeit (v) und Zeit (t)
Einsetzen der Zeitumkehrt = -t

s(t)=-s(-1)

Vrt=-v=*(-t)

V*t=v~+t Beide Seiten sind gleich. Die Bewegung ist reversibel.

Eine weitere mathematische Formulierung wendet die Ergebnisse der
Thermodynamik an und erfolgt Uber die Berechnung des Ringintegrals der
dazugehdrigen ZustandsgrofRe (N). Betragt die Summe der Integrale fir die Hin- und
Ruckrichtung Null, ist der Prozess reversibel (Stroppe 1974, S. 162 ff.).

2 1
jgdw =0 oder f n(t) dt + f n(t) dt = 0; mit: t = Zeit (2)
1 2

2.1.2 Betriebswirtschaftlicher Ansatz

Hule (2000, S. 18ff.) beschreibt betriebswirtschaftliche Reversibilitat mit der
Maglichkeit, einen urspringlichen Zustand im Unternehmen in endlich langer Zeit
durch Umkehrung des Prozesses wiederherzustellen. Elementarereignisse wie Ein-
und Auszahlungen ohne Informationsaustausch (Junkermann 2006, S. 67, 101) oder
die Einstellung des gesamtwirtschaftlichen Gleichgewichtes im IS-LM Modell (Hule
2000, S. 181.) sind reversibel.

2.2Irreversibilitat in den Naturwissenschaften und der Okonomie
2.2.1 Naturwissenschaftlicher Ansatz

In der naturwissenschaftlichen Literatur werden die Definitionen der Irreversibilitat
von Clausius und Planck eingefiihrt (Feynman 1987, S. 618). Nach Clausius ist ein
Prozess irreversibel, wenn er nicht spontan in umgekehrter Richtung ablaufen kann.
Diese Ansatze gelten flr geschlossene Systeme, bei denen die Umgebung
ausgeschlossen wird. Sie lassen sich wie folgt abgrenzen:
o Die Umkehr des Prozesses versto3t gegen Naturgesetze (Weizsacker 2002,
S. 120 ff.). Beispielsweise wird sich ein Gemisch aus Wasserstoff und
Sauerstoffatomen, das in einer chemischen Redoxreaktion zu Wasser
reagierte, nicht wieder spontan in die Ausgangsbestandteile trennen (Klemm
1980, S. 31 ff.).




e Die Umkehr des Prozesses widerspricht zwar nicht den Naturgesetzen, sie ist
aber im Auftreten unwahrscheinlich. In der Thermodynamik dient die Zeit zur
Abschatzung der Wahrscheinlichkeit. Die Zeitspanne, in der ein Mol Gas sich
eigenstandig auf das halbe Volumen zusammenzieht betragt ca. 101°"" Jahre

(vgl. Schreiter 2010, S. 31). Zum Vergleich: Das Leben auf der Erde existiert
erst seit ca. 10*’ Jahren.

Planck (1970, S. 109) erweiterte die Definition der Irreversibilitdt durch Einbeziehung
der Systemumgebung. Irreversibilitat liegt vor, wenn es keine Moglichkeit oder kein
Verfahren gibt, einen Prozess auf irgendeine Art und Weise vollstandig rickgéngig
zu machen, ohne gleichzeitig Veranderungen in der Systemumwelt zu hinterlassen.
Wird ein irreversibler Prozess in Hin- und danach in Ruckrichtung ausgefihrt,
entsteht fir die dazugehérige ZustandsgroRe eine Differenz. In der Thermodynamik
wird die ZustandsgroBe Entropie verwendet. So ist in einer realen
Warmekraftmaschine, in der ein Kreisprozess stattfindet, die Entropie fir den
Kreisprozess ungleich Null (Stroppe 1974, S. 162 ff.).

dQ dQ  [1dQ A .
jg?iﬂ aderJ; ?+J; ?iﬂmtt(?)— Entropie (3)

Um eine solche Warmekraftmaschine in Betrieb zu halten, ist eine standige Zufuhr
von Brennstoff erforderlich. Die chemische Energie gleicht den Energieverlust durch
Reibung aus. Im Ergebnis wird der Inhalt des Tanks aufgebraucht. Die fortdauernde
reversible Bewegung wird durch den irreversiblen Vorgang des Verbrauchs von
Brennstoff aufrechterhalten. Insgesamt ist der Vorgang irreversibel.

Ein weiterer Ansatz fur die Irreversibilitat ist die Pfadabhéngigkeit oder Hysterese, die
in der Literatur im Zusammenhang mit der Ummagnetisierung ferromagnetischer
Materialien in einem wechselnden magnetischen Feld beschrieben wird. Das
Auftreten der Hysterese zeigt ein Beharrungsvermdgen der sogenannten ,Weiss-
Bezirke“ gegen Ummagnetisierung. Diese Remanenz deutet auf die Irreversibilitat
des Ummagnetisierungsprozesses hin (Ardenne et al. 2005, S. 342).




2.2.2 Betriebswirtschaftlicher Ansatz

Die im Kapitel 2.2.1 dargestellten physikalischen Ansatze wurden von Nicholas
Georgescu-Roegen (1971, S. 196) auf die Okonomie ubertragen und werden als
technische und dynamische Irreversibilitat bezeichnet. Die Definitionen fasst Hule
(2000, S. 21) wie folgt zusammen.

Die technische Irreversibilitdét beschreibt die Unmdoglichkeit, einen urspringlichen
Systemzustand wiederherzustellen. Ist die Zeit fir den Rickprozess langer
andauernd oder sogar unendlich, wird dieser von Hule (2000, S. 21) als irreversibel
eingeordnet. Folgende Beispiele werden in der Literatur aufgezahilt:

e Insolvenz und Auflésung eines Unternehmens (Hule 2000, S. 21),

e Sunk Costs — Fehlinvestitionen flihren zu Kosten, die nicht mehr ausgleichbar
sind (Pindyck 1991, S. 1110-1152),

e Lernen und Erwerben von Erfahrungen, z. B. durch Marktforschung, zur
Optimierung des Produktionsspektrums und der Vermarktungsstrategien
(Ulrich et al. 1991, S. 105-113),

o Prozesse, des Aufbrauchens nicht erneuerbarer Ressourcen (Meadows et al.
2007, S. 86),

e Vernetzung von Unternehmen, die so neben Gltern auch Informationen
austauschen (Luhmann 1984, S. 71 ff., 233),

e Selbstorganisation von Systemen und ihre Entwicklung zeigen durch die
Eigenschaft der Emergenz qualitativ neue Eigenschaften (Laughlin 2009,
S. 300 ff.; Monod 1971, S. 138).

Die dynamische Irreversibilitéat beschreibt die Unmdglichkeit, eine Systementwicklung
rickgangig zu machen respektive den gleichen Weg (Pfad) zeitlich zurickzugehen
und die Zeit umzukehren. Um den urspringlichen Zustand wieder zu erreichen, muss
ein anderer Weg gegangen werden, der weitere Veranderungen der
Systemumgebung nach sich zieht. Folgende Beispiele werden in der Literatur
aufgezahilt:

e Habit Persistence: Kunden bewahren lber lange Zeit inre erworbenen
Konsumgewohnheiten (Hardes 2007, S. 387),
e Hysterese des Hin- und Riickprozesses (Cross 1993, S. 68)

Technische impliziert dynamische Irreversibilitdt (Hule 2000, S. 21,22).



3 Mathematische Untersuchungen zur Reversibilitat bzw. Irreversibilitat
3.1 Beweisfuhrungen

Fur die Beschreibung des Produktlebenszyklus werden das Modell der
Meinungsfihrerschaft (Bécker 1996, S. 66 ff.), das Diffusionsmodell von Rogers
(Rogers, 2003, S.11ff.) und die Gleichungen der linearen, exponentiellen und
logistischen Diffusionsmodelle verwendet, wie sie z.B. Lewandowski (1974,
S. 260 ff.) und Bass (1969, S. 215 ff.) darstellen. Auf Basis der Kapitel 2.1 und 2.2
werden diese Modelle und Gleichungen auf ihr Zeitverhalten geprift. Die Zeitumkehr
wird durch Umkehrung der Kommunikationswirkung simuliert. Hierzu werden die
Vorzeichen der zugehorigen Koeffizienten umgekehrt.

3.1.1 Technische Reversibilitat bzw. Irreversibilitat

Fur den Produktlebenszyklus und die Diffusion von Innovationen wird die
Beweisfihrung auf folgenden Sachverhalten aufgebaut:
e Annahme und Aufgabe von Erfahrungen durch externe und interne
Kommunikation (Ulrich et al. 1991, S. 105-113),
e die Ruckkehrzeit eines irreversiblen Prozesses ist groRer (oder unendlich
lang) als die Dauer des urspringlichen Ablaufs (Hule 2000, S. 21).

Zwei Methoden dienen zur Differenzierung:

Ringintegralmethode
Der Prozess wird unter Beachtung wirtschaftlicher Gesetze in Hin- und Ruckrichtung
ausgefuhrt und nach folgenden Kriterien unterschieden (N = Kundenzahl):

Ireversibler Prozess: AN = ¢ dN = ff n(t) dt + le n(t) dt =0

Reversibler Prozess: AN = ¢ dN = ff n(t) dt + f; n(t)dt =0

Zeitmethode
Die Prozesszeiten fur den Prozess (tnn) und den Umkehrprozess (tick) werden
ermittelt und wie folgt ausgewertet:

Irreversibler Prozess: thin < trgck 0der A t = (trick - thin) = 0

Reversibler Prozess: thin = tryck 0der A t = (trck - thin) = 0
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3.1.2 Dynamische Reversibilitat bzw. Irreversibilitat

Fiur den Produktlebenszyklus und die Diffusion von Innovationen wird die
Beweisfuhrung auf folgenden Sachverhalten aufgebaut:

e Habit Persistence im Konsum (Hardes 2007, S. 387),

e Hysterese des Hin- und Rickprozesses (Cross 1993, S. 68),

e Punktsymmetrieuntersuchungen.

Zwei Methoden dienen zur Differenzierung:

Punktsymmetriemethode

Fur die Berechnung der Kundenzahlentwicklungen werden auch Iterationsverfahren
der Form Nwu1 = N; + f(N) angewendet. Die Rekursionsfunktion f (N) wird auf
Punktsymmetrie untersucht. In Anlehnung an Gleichung 1 ergeben sich folgende
Relationen:

Irreversible Prozesse: f (N) # - f (-N)

Reversible Prozesse: f(N) = - f (- N)

Pfadmethode

Die zeitlichen Entwicklungen der Kundenzahl werden fir Kundengewinnung
[(Hinprozess N (ta =>ty)] und Kundenverlust [(Zeitumkehr N (t, >t3)] berechnet und
anschlielRend miteinander verglichen.

Die Differenzierung erfolgt nach folgenden Kriterien:

Irreversible Prozesse: Die Verlaufe von (N (t 2ty) und (N (t =>tp) sind
unterschiedlich und nicht deckungsgleich.

Reversible Prozesse: Die Verlaufe von (N (t; =ty) und (N (ta =t,) sind
deckungsgleich.

Hysteresemethode

Kundenbestandigkeit und Kundentreue (Habit Persistence) bewirken ein Beharren
der Marktteilnehmer auf getroffenen Entscheidungen. Auf dieser Basis werden die
Wirkungen von positiver und negativer Kommunikation untersucht. Ist ein solches
Beharren festzustellen, wird die Irreversibilitdt durch eine charakteristische Hysterese
zwischen Kundenzahl und Kommunikationswirkung nachgewiesen (Hule 2000,
S. 40-44).
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3.2 Externe Einflisse — Innovationsprozesse
3.2.1 Untersuchungsmodelle

Zur Modellentwicklung werden die linearen, exponentiellen Diffusionsgleichungen
verwendet. Die Gruppe potenzieller Kunden (M) ist homogen, zeitunabhangig und
wird in Kunden (Kunden N) und Nicht-Kunden (M - N) unterteilt (Lewandowski 1974,
S.260 ff.) Homogenitat bedeutet in diesem Sinne, dass alle Kunden mit gleicher
Wahrscheinlichkeit auf den Kommunikationseinfluss reagieren.

Das Modell fur den Innovationsprozess in Abbildung 2 beschreibt den
Kundenzuwachs vom Zeitpunkt to= 0, ab dem die potenziellen Kunden uber die
Innovation informiert werden. Fur das lineare Diffusionsmodell ist die Zahl der
potenziellen Kunden unbegrenzt, flr das exponentielle hingegen begrenzt.

t t; t ts Zeit

® . ©) o

Quelle positiver Informationsstrom potenzieller Kunde Kunde
Informationen

Abbildung 2: Adoption von Innovationen durch den Einfluss positiver Kommunikation
im Verlauf der Zeit

In Abbildung 3 lauft die Zeit im Modell fur den Innovationsprozess rtckwarts. Der
zugehdrige reale Prozess ist der Kundenverlust durch negative Werbung. Er wird far
die mathematische Simulation der Zeitumkehr genutzt. Ausgehend von der
Kundenzahl zum Zeitpunkt t; des ersten Modells, wird der Kundenverlust durch
negative externe Kommunikation dargestellt. Fir die Berechnungen wird von einem
begrenzten Marktpotenzial ausgegangen. Der Prozess startet bei tz und endet bei to.
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’ X v o , X y "
Zeit to t1 t2 t3
O > © o
Quelle negativer  Informationsstrom nicht mehr Uberzeugter Kunde Kunde

Informationen

Abbildung 3: Modell zur mathematischen Untersuchung der Auswirkungen der
Zeitumkehr auf die Adoption von Innovationen

3.2.2 Lineares Diffusionsmodell

3.2.2.1 Mathematische Beschreibungen

Das lineare Wachstum wird mit folgenden Differenzialgleichungen beschrieben:

dN(o)

——— = p oder dN(t) = pdt

dt

(4)

p = Innovationskoeffizient

N =Kundenzabhl

Fur die Beweisflihrung des Zeitverhaltens missen die Differenzialgleichungen in Hin-
und Ruickrichtung gelést werden.

Die Zeit im Modell fiir den Innovationsprozess lauft vorwarts:

Die Differenzialgleichung (4) wird als bestimmtes
Kundenzahlen und in positiver Zeitrichtung gelost.

wachsende

b t(a—b)
de = f pdt ; Lésung (b—a) = pt
0
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Die Prozesszeit von a - b betragt:

t[a_,bjzw

Die Zeit im Modell fir den Innovationsprozess l&uft riickwarts:
Die Differenzialgleichung (4) wird als bestimmtes Integral fur fallende Kundenzahlen
und fur Zeitumkehr gelost.

2 0

de=f pdt ; Lésung: N =(a—b) = p = (—t)
t(b—=a)

b

Die Prozesszeit von b - a betragt:
(a—b) (b—a)

p p

t(h—-a)= —

3.2.2.2 Die Bestimmung des Zeitverhaltens

Ringintegralmethode

Zur Feststellung des Zeitverhaltens wird das Ringintegral berechnet.
b a

&N=j€dN= de—l—de

a b

AN=Nb—-a)+ Na—=>b)=(b—-a)+(a—b)=0

Das Ergebnis des Ringintegrals ist Null, damit kann der lineare Diffusionsprozess so
zuriickgefuhrt werden, dass keine Anderung der ZustandsgréRBe im System
zuriickbleibt. Bei Zeitumkehr kann der Ausgangszustand, die Zahl der urspriinglichen
Kunden, wieder erreicht werden. Der Prozess ist technisch reversibel.

Zeitmethode

Als Nachstes wird die Rickkehrzeit fur den Fall berechnet, dass der
Adoptionsprozess zum Zeitpunkt t, gestoppt wird und die Zahl der Kunden durch
negative Informationen wieder auf den Ausgangszustand zurtickgeht.

b-0)_ G-
p p

At=t(b—a)— tla—b) =
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Die Hin- und Ruckzeiten sind gleich. Der Prozess bendtigt gleich lange Zeiten, bis er
wieder den Ausgangszustand erreicht. Aus dem Ergebnis At = 0O ist die technische
Reversibilitat des linearen Diffusionsprozesses abzuleiten.

Punktsymmetriemethode
Die Rekursionsvorschrift fur die Entwicklungen der Kundenzahlen nach der iterativen
Methode lautet:

Ne+1 = p + (N + No)
Damit ergibt sich: Die Rekursionsfunktion fir das Folgeelement ist keine Funktion
von N: f (N) = p = konstant.

Beweisfiuhrung: f(N)=-f(-N)
pb=p

Beide Seiten der Gleichung ergeben denselben Betrag. Der Prozess ist dynamisch
reversibel.

Pfadmethode

Fur quantitative Aussagen wird die lineare Differenzialgleichung (4) als unbestimmtes
Integral gelést und die zeitlichen Entwicklungen der Kundengewinnung und des
Kundenverlustes ermittelt.

Kundengewinnung: N (t) = N(0) + pt

Kundenverlust: N (t) = N(max) — pt

Fur die Berechnungen siehe (Abbildung 4) wurden folgende Werte verwendet:
e Anfangskundenzahl N (0) =a =0,
¢ Innovationskoeffizient pn, = 0,15,
¢ N (max) = Maximalzahl der gewonnenen Kunden und
e Kundenverlustkoeffizient prick = - phin = - 0,15.

Abbildung 4 zeigt, dass die Funktionsgrafen fur die beiden Berechnungsrichtungen
deckungsgleich sind. Der Betrag der Verdnderungsraten von Kundenzahlen durch
positive externe und negative Kommunikation ist gleich. Der Prozess ist dynamisch
reversibel, da er auf dem gleichen Weg zuriickgefihrt werden kann.
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Abbildung 4: Entwicklung der Kundenzahl als Funktion der Zeit fir ein lineares

Wachsen und Vergehen

3.2.3 Exponentielles Diffusionsmodell
3.2.3.1 Mathematische Beschreibungen

Das exponentielle Wachstum wird mit folgenden
beschrieben:

Differenzialgleichungen

dN(t) B
It —p(M N(t]) oder

dN _odt
M-N) P

(5)

p = Innovationskoeffizient
M = Marktpotenzial oder Zahl der potenziellen Kunden
N = Kundenzahl (Adoptoren)

Fiur die Beweisfuhrung des Zeitverhaltens muss die Differenzialgleichung in beiden

Zeitrichtungen geldst werden.

Die Zeit im Modell fir den Innovationsprozess lauft vorwarts:

Die Differenzialgleichung (5) wird als bestimmtes Integral fur wachsende

Kundenzahlen und in positiver Zeitrichtung gelost.

: dN t{a—=h)
fm=f pdt ;Lﬁsung—(ln(M—b]—ln(M_a)): p*t
o 0
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Die Prozesszeit von a = b betragt:

1In(M—a)

1
t(a—b)= (_3_9 (In(M — b) —111(1""1—3])) = p In (M —b)

Die Zeit im Modell fir den Innovationsprozess l&uft riickwarts:
Die Differenzialgleichung (5) wird als bestimmtes Integral fur fallende Kundenzahlen
und fur Zeitumkehr gelost.

a

dN

Jo1-N) J;{b—*a]pdt ; Losung — (In(M —a) ~In(M—b)) = p+ (=9

Die Prozesszeit von b - a betragt:

11n(M—b)

1
t(h—a)= (3_3 (ln(M —b) —In(M — H])) = pIn(M—a)

3.2.3.2 Bestimmung des Zeitverhaltens
Ringintegralmethode

Zur Feststellung des Zeitverhaltens werden beide Integralwege addiert und das
Ergebnis des Ringintegrals ermittelt.

b a

In(M—5b) In(M-—a)
n(M —a) © In(M—Db)

ﬂN=N(b—ra]+N(a—}b]=( )}D;a,b{M

Das Ringintegral ist groRer Null. Wird der exponentielle Diffusionsprozess
zurtickgefuhrt, werden im System Verdnderungen zurtickbleiben. Bei der Zeitumkehr
ergibt sich fur die gleiche Zeitdifferenz eine hdohere Zahl verbleibender Kunden als im
Ausgangsprozess. Der Prozess ist technisch irreversibel.
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Zeitmethode

Die Ruckkehrzeit ist fur den Fall zu berechnen, dass der Adoptionsprozess zu einer
endlichen Zeit gestoppt wird und die Zahl der Kunden durch negative Informationen
auf die Ausgangszahl zurtickgeht. Fir die Bedingung b > 0 zum Zeitpunkt t, ergibt
sich:

At = lim[t (b~ @)] = lim E (m(M—bj—m(_M—a))]: o0

Der Prozess benétigt unendlich lange Zeit, bis er wieder den Ursprungszustand
erreicht. Damit ist die Wahrscheinlichkeit der vollstandigen zeitlichen Umkehr
ausgeschlossen. Der Prozess ist technisch irreversibel.

Punktsymmetriemethode
Die Rekursionsvorschrift fur die Entwicklungen der Kundenzahlen nach der iterativen
Methode lautet: Niwp = p « (M - Ny + N;

Damit ergibt sich die Rekursionsfunktion fur das Folgeelement: f (N) = p « (M - N)

Beweisflhrung: f(N)#-f(-N)
p«(M-N)#-p«(M+N)
psM-p«N#-p-M-p=«N

Beide Seiten der Gleichung ergeben verschiedene Betrdge. Der Prozess ist
dynamisch irreversibel.

Pfadmethode

Fur quantitative Aussagen wird die Differenzialgleichung (5) als unbestimmtes
Integral gelést und die zeitlichen Entwicklungen der Kundengewinnung und des
Kundenverlustes ermittelt.

Kundengewinnung: N({®=M=(1- a—t*p(hin) )

Kundenverlust: N (t) = N(max) = at*p(rick)

Die Zeitumkehr wird durch die Anderung des Vorzeichens beim externen
Koeffizienten p bewirkt. Fir die Berechnungen der Kurven in Abbildung 5 wurden
folgende Parameter verwendet:

e Marktpotenzial M = 10 000,

¢ Innovationskoeffizient pnin = 0,15,
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¢ N(max) = Maximalzahl der gewonnenen Kunden und
e Kundenverlustkoeffizient prick = - Phin = - 0,15.

9000

8000

7000 /7
/ /
6000 P2
Py
5000 e

/ 7
4000 e » Kundenzahl im Zeitverlauf
/
3000 : -
2000 )

1000 /
0]

Kundenzahl

-= = Kundenzahl bei Zeitumkehr

Abbildung 5: Entwicklung der Kundenzahl als Funktion der Zeit fur ein exponentielles
Wachstum und Vergehen, fur p (t) = p (- t)

Abbildung 5 zeigt, dass der Kundenzuwachs durch die positive externe
Kommunikation anfanglich hoch ist und sich mit wachsender Zeit durch das
Ausschopfen des Kundenpotenzials verringert. Der Kundenverlust durch einen
negativen Informationsstrom ist anfanglich héher als zu einem spéteren Zeitpunkt.
Die Kurvenverlaufe sind folglich unterschiedlich. Weiterhin wird sichtbar, dass fur die
Zeitumkehr der urspriingliche Zustand der Kundenzahl zum Startpunkt t = 1 fur die
Berechnung bei der Zeitumkehr einen héheren Wert ergibt und die Kurve sich
asymptotisch der urspringlichen Kundenzahl né&hert. Der Prozess verlauft auf
verschiedenen Pfaden und ist somit dynamisch irreversibel.
In der Abbildung 6 werden Berechnungen der Kundenzahlentwicklungen fir einen
hohen Innovationskoeffizienten mit folgenden Parametern dargestellt:

e Marktpotenzial M = 10 000,

¢ Innovationskoeffizient ppin = 15 und

e Kundenverlustkoeffizient prgex = - 15.
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Abbildung 6: Entwicklung der Kundenzahl als Funktion der Zeit flr ein exponentielles
Wachstum und Vergehen, fur p (t) = p (-t)

Es entsteht eine Hysterese, die die Unmadglichkeit der Prozess- oder Pfadumkehr
zeigt. Die Hysterese ist ebenfalls ein Merkmal der dynamischen Irreversibilitat (Hule
2000, S. 39 ff.).

3.3Interne Einflisse — Imitationsprozess
3.3.1 Untersuchungsmodelle

Zur Modellentwicklung werden die logistischen Gleichungen (Lewandowski 1974,
S. 260 ff.) und das Konzept der Meinungsfuhrerschaft (Bocker 1996, S. 66 ff.)
verwendet. Die Berechnungen erfolgen unter der Annahme einer homogenen
zeitunabhéngigen Gruppe potenzieller Kunden (M), die in Kunden (N) und Nicht-
Kunden (M - N) aufgeteilt wird.

Im Modell fir den Imitationsprozess in Abbildung 7 werden die Meinungsfihrer zum
Zeitpunkt to Uber die Innovation informiert und verbreiten sie. Im Ergebnis entsteht im
Zeitablauf von ty und t3 der Kundenzuwachs. Im Modell der Meinungsfihrerschaft
erfolgt die interne Kommunikation im sozialen Netz durch Mundpropaganda, wobei
die Kunden die Neuerung mit gleicher Wahrscheinlichkeit tGbernehmen sollen
(Bocker 1996, S. 66 ff.). Fur die Berechnungen wird von einer begrenzten Zahl von
Kunden ausgegangen.



20
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® — © ©
Quelle positiver Informationsstrom potenzieller Kunde Kunde

Informationen

Abbildung 7: Adoption von Innovationen durch den Einfluss von positiver
Kommunikation im Verlauf der Zeit

In Abbildung 8 lauft die Zeit im Modell fir den Innovationsprozess ruckwarts.
Wahrend des dazugehorigen realen Prozesses entsteht der Kundenverlust durch
negative Mundpropaganda. Ausgehend von der Kundenzahl zum Zeitpunkt t;3 des
dritten Modells wird der Kundenverlust durch negative interne Kommunikation
dargestellt. Fir die Berechnungen wird von einem begrenzten Marktpotenzial
ausgegangen. Der Prozess startet bei t3 und endet bei to.

O O O O

T XD e 8
[ - )

O
©
©0© ©0e° oo o°

Zeit to 2] t t3

O © o

Quelle negativer  Informationsstrom nicht mehr Gberzeugter Kunde Kunde
Informationen

Abbildung 8: Modell zur mathematischen Untersuchung der Auswirkungen der
Zeitumkehr auf die Adoption von Innovationen
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3.3.2 Logistisches Diffusionsmodell

3.3.2.1 Mathematische Beschreibung

Das logistische Wachstum wird mit folgender Differenzialgleichung beschrieben:

dN(@ _ (v dN
3~ 9N (M—N(t) oder N*(M_N]—adt (6)
:n‘r?,it:c):zE

M

g = Imitationskoeffizient

a = normierter Imitationskoeffizient

M = Marktpotenzial oder Zahl der potenziellen Kunden

N = Kundenzahl

Die Differenzialgleichungen werden in beiden Zeitrichtungen gelost.

Die Zeit im Modell fir den Imitationsprozess lauft vorwarts:
Die Differenzialgleichung (6) wird als bestimmtes Integral fur wachsende
Kundenzahlen und in positiver Zeitrichtung gelost.

b

dN t(a—b)
IN*[M—N):J; adt ; Losung (M= (Inb —Ina) +a—b) = a=t

a

Die Prozesszeit von a - b betragt:
1 b
t(a—=b)=|-— (a—b+M*ln—)
o a

Die Zeit im Modell fir den Imitationsprozess lauft rickwarts:
Die Differenzialgleichung (6) wird als bestimmtes Integral fur fallende Kundenzahlen
und fur die Zeitumkehr geldst.

a

dN ° )
f f adt ; Lésung (M = (Ina —Inb) 4+ b —a) = a=* (—t)
t

J N+M—-N) g

Die Prozesszeit von a - b betragt:

1 a 1 b
t—a)=(- (b—a—!—M*lnE) - E(a—b+M*1n5)
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3.3.2.2 Bestimmung des Zeitverhaltens

Ringintegralmethode
Zur Feststellung des Zeitverhaltens werden beide Integralwege addiert und das

Ergebnis des Ringintegrals ermittelt.
b a

ﬂN:ﬂgw*(ﬁ—N): J’N*(ﬁ—NJjLJ’N*(ﬁJ_N]

AN = (M= (Inb—Ina)+a—b)+ (M*(lna—Inb)+b—a)=0

Das Ergebnis des Ringintegrals ist Null, damit kann der logistische Diffusionsprozess
vollstandig und ohne Systemveranderungen zurickgefuhrt werden. Bei der
Zeitumkehr wird der Ausgangszustand, die Zahl der urspringlichen Kunden, wieder
erreicht. Der Prozess ist technisch reversibel.

Zeitmethode

Als nachstes wird die Rickkehrzeit fur den Fall berechnet, dass der
Adoptionsprozess zum Zeitpunkt t, gestoppt wird und die Zahl der Kunden durch
negative Informationen wieder auf den Ausgangszustand zurtickgeht.

1 b 1 b
At =t(a—=b)— t(b—a) = — (a—b+M*1n—)—— (a—b—l—M*ln—)
o a o a

At =10

Die Zeitdauer ist fur Hin- und Ruckprozesse gleich grof3. Aus dem Ergebnis At = 0 ist
die technische Reversibilitat des logistischen Diffusionsprozesses abzuleiten.

Punktsymmetriemethode
Die Rekursionsvorschrift fir die Entwicklungen der Kundenzahlen nach der iterativen
Methode lautet: Nip = a « Ni« (M - Np) + N¢

Damit ergibt sich die Rekursionsfunktion fuir das Folgeelement: f (N) = a «N«(M - N)
Beweisfihrung: f(N)#-f(-N)
a*N«(M-N)#-(ax(-N)« (M+(-N)))

a«NsM-a«N2#a+N«M+a«N?

Die zwei Seiten der Gleichung ergeben verschiedene Betrdge. Der Prozess ist
dynamisch irreversibel.
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Pfadmethode

Fur quantitative Aussagen wird die exponentielle Differenzialgleichung (6) als
unbestimmtes Integral gelést und die zeitichen Entwicklungen der
Kundengewinnung und des Kundenverlustes ermittelt.

. _ B M
Kundengewinnung: N(t) = T <(e—teqmny
M—-a
mitc = In ; A (0) = a = Anfangszahl der Meinungsfiihrer beit = 0

1
1+ gld+tsq(rick) ]

Kundenverlust: N (t) = N(max) = (1 —

N(max)—b

itd =1
mi n N(mad)

: b = Anfangszahl der Meinungsfiihrer bei t(max)

Die Zeitumkehr wird durch die Anderung des Vorzeichens des Imitationskoeffizienten
(Mundpropaganda) p bewirkt. Fur die Berechnungen der Kurven in Abbildung 9
wurden folgende Parameter verwendet:

e Anfangszahl der Meinungsfuhrer N (0) =a = 10,

e Marktpotenzial M = 10 000,

¢ N (max) = Maximalzahl der gewonnenen Kunden,

¢ Imitationskoeffizient gni, = 0,8 und

o Imitationskoeffizient bei Kundenverlust gk = - 0,8.

8000
4..-‘--‘"'“
7000 — /’
6000 7 /
= 5000
S /
§ 4000
g ¥ / =P Datenreihenl
=~ 3000 7
[ <= = Datenreihen2
2000 " 4
’I
1000 7
0 ‘I-- i T T T T T
1 2 5] 7 a8 9 10 11
Zeit

Abbildung 9: Entwicklung der Kundenzahl als Funktion der Zeit fur ein logistisches
Wachstum und Vergehen, fur q (t) = 0,8 und g (-t) =-0,8




24

Abbildung 9 zeigt, dass der Kundenzuwachs durch positiven internen
Informationsaustausch, z. B. Mundpropaganda, anfanglich hoch ist und sich mit
wachsender Zeit durch das Ausschopfen des Kundenpotenzials verringert. Der
Kundenverlust durch einen negativen Informationsaustausch steigt ebenfalls im
Zeitverlauf. Es entsteht eine zeitliche Asymmetrie und damit eine Pfadabhangigkeit.
Der logistische Diffusionsprozess ist dynamisch irreversibel.

3.3.3 Irreversibilitat nach der Hysteresemethode

Kundenbestandigkeit und Kundentreue (Habit Persistence) bewirken ein zeitliches
Beharren der Marktteilnehmer auf getroffenen Entscheidungen. In Anlehnung an
Hule (2000, S. 40-44) zeigt Abbildung 10 die Entwicklungen der Kundenzahlen fir
positive und negative Kommunikation unter dem Einfluss der Kundenbestandigkeit.
Die unterstellten Bedingungen fir die Berechnungen sind:

e Nach der positiven Wirkung der Werbung bleiben die Kunden dem

Unternehmen treu.
e Durch Gegenwerbung wird die Kundentreue aufgehoben.

40
30 -
) \
’ \
20 ! \

T \
’
AN
10
s \Nirkung der Werbung
, [ — T ===-=Kundenzahl
1 2 3 4 5 &6 7\8 9/0 l‘Jt
\/
-20

-30

Kundenzahl; Wirkkung der Werbung

Abbildung 10: Einfluss positiver und anschlieBend negativer Wirkung auf die
Kundenzahl fir die Markteigenschaft ,Habit Persistence”

Stellt man die Kundenzahl und die Wirkung der Werbung dar (siehe Abbildung 11),
entsteht eine Hysteresekurve.
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Abbildung 11: Hysteresekurve von Kundenzahl und Wirkung der Werbung durch die
Markteigenschaft ,Habit Persistence®

Habit Persistence bewirkt eine dynamische Irreversibilitat der Diffusion von
Innovationen.

4 Simulationen unter Einbeziehung der Dynamischen Systemtheorie

Die Verbindung der semilogistischen Diffusionsgleichung in iterativer Form mit der
dynamischen Systemtheorie ermdglicht komplexere Untersuchungen (Herold et al.
2011, S. 3 ff.). Fur die Berechnungen des Produktlebenszyklus werden Wirkungs-
und Simulationsdiagramme (siehe Abbildung 12) verwendet, die auf den
exponentiellen und logistischen Diffusionsgleichungen (5) und (6) beruhen (vgl.
Beispielkatalog von Ventena Systems, Inc. 2009).

Marktpotenzial
(potenzielle | __——— X — | Kaufer
Kunden)
Kauferfluss Buchstabe N
(Buchstabe M)
externe Einflisse %ndpropaganda
exponentieller Term @ logistischer Term

Abbildung 12: Das dynamisches System zur Untersuchung des zeitlichen Verhaltens
der Produktlebenszyklen (vgl. Ventena Systems, Inc. 2009)
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Die semilogistische Diffusionsgleichung lautet (Weiber 1993, S. 36):

Nt=p = (M - Nt-l) + Q= Ni1 /M *(M - Nt-l) und N¢ = N1 + ny (7)

p* (M — A1) = exponentieller Term

g* N1/ M* (M —N¢1) = logistischer Term

M = Marktpotenzial oder Zahl der potenziellen Kunden

p = Koeffizient der externen Einflisse (Innovationskoeffizient)

g = Koeffizient der internen Einflisse bei den Kaufern (Imitationskoeffizient)
t = Rechenschritt oder Zeitintervall

N; = kumulierte Kauferzahl

n;= Neukaufer im Intervall (t - (t-1))

Das semilogistische Modell besteht aus dem exponentiellen Term fir den
Innovationsprozess und dem logistischen Term fur den Imitationsprozess.

4.1 Simulation positiver und anschlielend negativer Werbung

Um die Einfliisse des Imitationsprozesses mathematisch zu eliminieren, wird g gleich
Null gesetzt. Die Zahl der Neukaufer berechnet sich durch die Gleichung:

ni=p = (M - Nt-l)

Es werden folgende Werte verwendet:
e Startwert No = 0; fur die Integralmethode wurde der Buchstabe a verwendet,
e Marktpotenzial M = 10 000,
e Zeitspannet= 0 bist=10: p=0,15,
e a) Zeitspanne t =10 bist=20: p =- 0,15,
e Db) Zeitspanne t =10 bist=20: p =-0,3 und
e () Zeitspanne t =10 bist=20: p =- 0,45.
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Abbildung 13: Entwicklung der Kundenzahl als Funktion der Zeit fur das Wachstum
und Vergehen durch positive und unterschiedlich starke negative Werbung

Abbildung 13 zeigt im Zeitbereich von A t = 10 die Entwicklung der K&auferzahl durch
positive Werbung. Erst fur eine dreifach hohere Gegenwerbung gehen die Kunden in
der gleichen Zeitspanne von A t = 10 verloren. Die primare positive Werbung ist im
Vergleich zur Gegenwerbung nachhaltiger. Das Ergebnis entsteht durch die
Irreversibilitat des Prozesses und ist betriebswirtschaftlich positiv zu beurteilen.

4.2 Simulation positiver und anschliel3end negativer
Mundpropaganda

Fur die Untersuchungen werden die externen Einflisse durch Nullsetzen von p
ausgeschlossen. Der Kauferzufluss berechnet sich: n¢=q* N¢.1 / M« (M — N¢.1)
Es werden folgende Werte verwendet:

e Startwert No = 10; fur die Integralmethode wurde der Buchstabe a verwendet,
e Marktpotenzial M = 10 000,

e Zeitspannet= 0bist=10:q9=1,0,

e a) Zeitspanne t =10 bist=20:q =- 1,0,

e D) Zeitspanne t =10 bist=20:q=- 1,5 und

e () Zeitspanne t =10 bist=20: q=- 2,0.
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Abbildung 14: Entwicklung der Kundenzahl als Funktion der Zeit fur das Wachstum
und Vergehen durch positive und unterschiedlich starke negative Mundpropaganda

Abbildung 14 zeigt die Entwicklung der K&uferzahl durch positive und anschlie3end
negative Mundpropaganda. Sind diese betragsmaRig gleich (q (hin) = q (rick)),
gehen in der Zeitspanne, in der sie gewonnen wurden, die Kunden auch wieder
verloren. Eine Erfahrung aus dem Marketing lautet, dass negative Mundpropaganda
eine wesentlich starkere Wirkung hat. In der Steuerberatung geht man von einem
Faktor drei bis vier aus (Hubner et al. 2004, S. 104). Der Kundenstamm ist somit im
Regelfall schneller verloren als aufgebaut. Im Beispiel gehen bei einer vierfach
hoheren Wirkung der negativen Mundpropaganda die Kunden etwa dreimal so
schnell verloren wie gewonnen. Trotz des Uberwiegend reversiblen Verhaltens muss
der logistische Prozess betriebswirtschaftlich kritisch betrachtet werden, da durch die
Reversibilitat keine Nachhaltigkeit des Kundenstamms entsteht.
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5 Fazit

Im Rahmen des vorliegenden Beitrags wurden mathematische Untersuchungen zur
Reversibilitat bzw. Irreversibilitat der Absatzfunktionen des Produktlebenszyklus
durchgefuhrt und Schlussfolgerungen auf produkt- und sortimentspolitische
Entscheidungen diskutiert. Im Mittelpunkt standen die linearen, exponentiellen und
logistischen Diffusionsmodelle zur Ausbreitung von Innovationen. Fur die
Unterscheidungen in technische bzw. dynamische Umkehrbarkeit der Prozesse
wurden die Ringintegral-, und Zeitmethode bzw. die Pfad-, Hysterese- und
Punktsymmetriemethode  angewandt. Auf Basis des  semilogistischen
Diffusionsmodells von Rogers, der Absatzfunktionen von Bass und des Programms
fur Dynamic Systems ,Vensim PLE“ und Excel konnten die unterschiedlichen
Zeitverhalten von Produktlebenszyklen qualitativ und quantitativ bestimmt werden.

Es ergaben sich folgende Resultate:

e Die lineare Diffusion ist technisch reversibel. Wird der Prozess der
Kundengewinnung ohne Zeitverzégerung umgekehrt, ist er auch dynamisch
reversibel.

e Die exponentielle Diffusionsgleichung ist technisch und dynamisch
irreversibel. Der Kundengewinn geht durch negative externe Kommunikation,
z. B. Negativwerbung, erst nach sehr langer Zeitspanne verloren. Die
Kundenverluste sind zunachst héher als der Gewinn in der Endphase, was zu
einer zeitlichen Hysterese fuhrt.

e Die logistische Diffusion ist technisch reversibel. Die Reversibilitdt bedeutet,
dass durch positive Mundpropaganda gewonnene Kunden durch negative
genauso schnell und vollstdndig verloren gehen. Die negative Wirkung der
internen Kommunikation muss betriebswirtschaftlich als kritisch eingeschatzt
werden. Der Kundenverlust ist in der Anfangsphase kleiner als der
Kundengewinn in der Endphase. Die Raten kehren sich im Laufe der
Prozesse um. Der Prozess ist dynamisch irreversibel.

e Unabhangig vom Diffusionsmodell bewirkt die Kundenbestandigkeit (Habit
Persistence) eine dynamische Irreversibilitat.
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