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Einfiihrung

Grundbegriffe und Maxwell-Gleichungen

Teilchen:
Ladung ¢
Elektron, Positron Fe
Neutron (n) 0
Proton (n) e
Miionen (u*) +e
Pionen (7+, %) +e, 0
pp = 26726 —9,27403 - 10*24%
Feldkonstanten:
€0 = 47382 ~107%2 fio = 4 - 10—7%

Coulomb-Gesetz:

magn. Moment p

1,00115966 15

~1,91315 2= pip

2,79278 < iy

1,00116 ™=y

0

e in dieser Form Fernwirkungsgesetz

e keine Aussage iiber zeitliche Abhéingig-
keiten (Verzogerung etc.)



fiir Nahwirkungsgesetz

e zeitliche Abh#ngigkeit bei .—\AAN\I\—.

Dehnung bzw. Stauchung
vorhanden

Fi(t) = qi[E(71,t) + ) x B(F,t)]
o £ bzw. B abhingig vom gewihlten Bezugssystem

Bewegungsgleichung:
- o d mi 171
Fi(r,t) = T

v
.
1—-3

Uberlagerungsprinzip:

Maxwell-Gleichungen im Vakuum:

L1 .
div E = — p(7,t) divB=0
€0
. 9B - OE = -
rotE:—E rotB:Eo,uoE + pog (7, t)

o /) e
e Federsystem als Beispiel HL VoV

~

1>1,

1,>1

t,>1,



1 Mathematische Hilfsmittel aus der Vektoranalysis

1.1 Skalarfelder, Vektorfelder und deren Veranschaulichung
1.1.1 Skalarfelder

e jeder Raumpunkt wird auf eine Zahl ab-
gebildet R® 207, R

e wenn ®(z,y) = const —Linien

e wenn ®(z,y, z) = const —Flichen

e beliebig viele zur Visualisierung moglich

1.1.2 Vektorfelder

e jeder Raumpunkt wird auf

P einen Vektor abgebildet
r,i,i» > RS @(m,y,z) RS
> > > e Visualisierung durch Dar-
— > stellung einzelner Vektoren
"""""" > — bezogen auf ein Raumele-
ment

e 7T konnte Zeit spezifizieren

e ¢ koénnte ,Nummer“der i/-///

Feldlinie angeben

e beliebig viele Feldlinien
im Raum denkbar und
durch Feldliniengleichnung
beschreibbar 0

N

e Einschrinkung: ‘E ‘ #0



e Dichte bzw. Anzahl der Feldlinien pro Volumenele-
ment als Maf fiir Feldstéirke

e bei Darstellung senken- bzw. quellenfreier Felder An-
fang bzw. Ende einer Feldlinie moglich (bedingt durch

ganze Anzahlen der Feldlinien)

1.2 Integralbildung auf Feldern

1.2.1 Linienintegral

= /E(F) d5 = /TQE(F(T)) Fdr
L 1

Bsp.:
Y 1
Vektorfeld: E = — Kurve £L: =72 0<r<1
x2 4+ y2 —z 3
3} 1 y 1
/E(f’) d§:/ —T 2| dr
Y s 224y -z 3
1
= /(27’ — 27 + 372 41272 - 97) dr
0
/ 15 9 ,I'
= /(157’2 —97)dr = —1% - 7% =0,5
3 2,
0

1.2.2 Zirkulation

r:fﬁ(ﬁ)ds-'
L

e unabhéngig von Anfangspunkt
% e abhingig vom Durchlaufsinn



1.2.3 Flachenintegral

V2 u2
) ://E_’»d/i’: //E_"(r_’(u,v))' <gz X gz:) dudv
V1 Ul
da e von der Spitze des Vektors da aus gesehen wird die
Randkurve im mathematisch positiven Sinn durchlau-
fen

e bei geschlossener Fliche (Volumenbereich) Orientie-
rung von da nach aufien

Bsp.
. Y 1 0 0 x>0
Vektorfeld: £ = | x Ebene & : 0);11];10 y>0
z 0 0 1 z>0
1 -1 -1 1—s—t
& F=10]+s| 1 |+t| 0 |= S
0 0 1 t

(I1—s—t+s+t)dsdt=0,5

1.2.4 Volumenintegral

T2 y2(z) 22(z,y)

JJeorav=[ [ | otey.) day

T1 yi(z) z1(z,y)

(z)  z2(z,y)

/dx /y /dz (72,1, 2))

yi(z)  z1(zy)

/// (F) dV = /// (u, v, w) ‘gg(gz gZ)‘dudwdw

d(z,y,z)
Bu.v,w)
9. 12} o) .
a(z,y, 2) gi g% ‘?Ti Funktional- bzw.
3w, v, w) = |5 g% o Jacobi-Determinante,
v g“' 9y 9z kartesischer Fall
w ow ow



1.3 Verkniipfung von Feldern iiber Integralbildung
1.3.1 Verkiipfung eines Skalarfeldes ®(7") mit einem Vektorfeld A(7)
A(7) = grad o(7)

Bedingung: Fiir jeden Weg £ von 7 nach 75 gilt:

o) - o) = [ A7) ds
L

®,
A(F) = grad ®(7) = | @, | =V
P,
Eigenschaften:

e ® bestimmt A eindeutig
e umgekehrt ist ® bis auf Konstante durch A bestimmt

e notwendige und hinreichende Bedingung:

§£ A(F)ds  fiir jede geschlossene Kurve £ = 0
c

. /_1'(7“') enthélt keine geschlossenen Feldlinien

1.3.2 Verkniipfung zweier Vektorfelder A(7) und B(7)
B(7) = rot A(7) engl.: B(F) = curl A(7)

Bedingung: Fiir alle Flachen F, die von geschlossener Kurve £ berandet
werden gilt:

5]5/?(7*’) ds = // B(7) dF Stokescher Satz

C F(L)
- N N P<F) Ry - Qz
B(f)=rot A=V x [Q(F) | = | P. — R
R(F) Qac - RJ
FEigenschaften:



e A bestimmt B eindeutig, umgekehrt nicht
. fallsE:grad© — B?:rot/_l‘:rotgrad‘l)zo
o {fB(F)dF =0

1.3.3 Verkniipfung von Skalarfeld f(7*) mit Vektorfeld B(7)

—

J(7) = div B(#)

Bedingung: Fiir jedes Volumen V gilt:

#E(F) dA = // f(7) dV
A

V(F)
B (P
[ =divBFE =V |QF) | =(P.+Q,+R.)
R(7)

Eigenschaften:

e B bestimmt f eindeutig
e falls B als Rotation darstellbar B = rot A
— f:divézdivrot A=0

Voraussetzung: keine Singularitidten

a) Punktladung eines Coulombfeldes bei 7= 0

. 1 . .
E(r) ~ = €& div E=0fir 7#0
T

geschlossene Kugelfliiche um 7 = 0 mit Radius R

L 1.1 ,
ﬂEdF:#ﬁ‘dF‘:ﬁhR:zm

#Eﬁ—#ﬁﬁzo

/@\ F(RaA) F(Rz)
R, "R,

10



b) Potentialwirbel

T x
U=& X7 mit 5(:0):27025} wobei p=+/22+1y2 7= |y
p z

. .T
— §(7) = rot A A:—Oln<p)é’z
fiir p > 0: ¥(F) besitzt Potential

1.4 Zylinder- und Kugelkoordinaten
1.4.1 Zylinderkoordinaten

p
r= |y
z
p /JUQ + y2
kartesisch — zylindrisch @ | = | arctan ( Q)
z p v
x pCOS @
zylindrisch — kartesisch y| = | psing
z z
L or . . .
€p = 67) = COS €y +SInp €y
. 107 . > 4 "
€y =—7—=—slnp e, +cosp e
Topdy oo 7
gz = gz

11



ds=dpé, +pdpé, +dze,

‘ oz, y, 2)
Ap, ¢, 2)

L 0
:ep87p

grad f=Vf =

\%

divB=V- B

rmévXé(

A=V?2=

10
Af=-—
f pdp

=p — dV = pdpdpdz

é’lz—i-e2
Ypop 0z
of . 18f. of .
7Y PR

10 10B 0B
=-—_(pB L z

—

;8<p+8z

€p

p Op 0z 0z
10 0 1 92 2
pap<pap)+p2w+az2
af 1 8%f O*f
<pap) 202 922

1.4.2 Kugelkoordinaten

1aBZaB¢>4 (aBp 8Bz>€ 1

dp

— arccos | ———
/x2 +y2 + 22

Va2 +y? + 22

z

arctan (g)
x

rcosv

x 7 sin cos
kugelig — kartesisch y| = | rsindsing
z

12

)



or

é}:a—:Sinﬂcosgoé'w—|—sin19$ingpé’y+cos19é’z

r

L lor L Lo

€y = — o= = cosV cosy € + cosVsiny €, —sin? €,
r 09

. 1 or L L

€, = = —SIny €; + CoSY €y

rsinﬂ%

ds=dré, +rdiéy+rsinddpe,

’m =7r’sing  — dV =r?sind drdddy
1 1
V:angeﬂ 0 2 0

or r%+%rsin9%
5‘fﬂ 18]"’4 1 of,

grad f Vf = er + — 619 9+ m%ew
~ 1 0, 5 1 0 1 0
de_v'B_rizﬁi( ) 7 sin ﬁaﬁ(smﬁBﬁ) T‘Sin@%
rot B=V x B
1 0 0By 1 1 0B, 0
rsin ¢ (819( psind) - 8<p )e + T <sm19 Jp  Or
10 0 0 1
A = 2 - 2> 29—
v r2 Or <T 8r> r2sin ¥ 51n19 99 (sm ) r2sin? 0 dp?
0? 20 1 92 1 cos? 0 0?

:ﬁerarJrﬁ&?Q+r281n19819+r251n 29 0p?

) e+t (

82

10 [ ,0f 1 o (. Of 1 9%
Afr26r< 6r>+r28in19819( 19815‘)Jrr2sir12198<,02

13
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2 Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum fiir Ladungen
und Stréme

a) GaufBisches Gesetz

T
ﬂEdF:—///p(F,t) %
€0
F Vv
i)
oz 1
div E = — p(7,t)
€0

b) Induktionsgesetz

t B OF + 1oj
ro = -
EoMo ot HoJ

14



jetzt div auf (c):
div ot B — o div ] + copto> div
= Mo dlV J 50#0(% v
0 P
— (a)
€0

.= 0
d1vg+ap—0

1 / av
dQ d - - =
w _ d dV — — .= _ -
7 dt///pv ///lejdV #de
1% v F
— Gesetz der Ladungserhaltung somit in Maxwell-Gleichungen enthalten

15



3 Elektrostatik
3.1 Das elektrische Potential fiir vorgegebene Ladungsverteilungen

d - _
Voraussetzung: —p=0 divE=2
t €0
B=0 rot E=0
< E als Gradient eines Potentials darstellbar: E = —grad ¢
Poisson-Gleichung: div E = —div grad ¢ = L Ae=-"
€o S01)
e Punktladung ¢ bei 7= 0
1 - 1
= O 4z
dmeg T 4dmeg 12
e Punktladungsverteilung
1 XLy P
E’ _ n _ _‘n
471'50 Z |r—r \ dmeg nZ=1 17— 7|2 |7 = Tl

kontinuierliche Ladungsverteilung

471'60// |7‘—

Flichenladungsverteilung

__1 // ()

N 4’/T€0 |77— 7_’7|
f

e Linienladungsverteilung

dV’

|dF"|

- 471'50 |’F—
L

16



3.2 Beispiele zur Lésung der Laplace- und Poissongleichung

a) homogen geladene Platte in x-z-Ebene

O(z,y,2) = D(y) o = const
fiir y # 0 :
AP =y, =0 - =ay+b
y>0: dt =ay+0b
y<0: & =ay+b
spiegelsymmetrisches Problem — @=—a b=0

E(y) = —asgny ¢,

betrachten Flichenstiick auf Platte, da o = const kann dF' — AF;
jetzt Anwendung des Gaufischen Gesetzes:

#E dF = —aAF — aAF = —2aAF

_7.‘
i///pdv N
&0 €0

v

g
g =——
250

b unbestimmt

Bsp. Plattenkondensator

+o0 -0

o
-« >l » F = — fiir zwei Platten mit 40 bzw. —o
- - €0

- | ::» Felder iiberlagern (Superpositionsprinzip)

b) homogen geladene Kugel mit Radius R Gesamtladung;:

Q= prR
Potential:
—Eﬂ , <R
L 10 ([ ,00 0
o) =7 a0 = o (PG -
0 ,»r>R

17



[dr 0P pre o pr 1
" or g0 3 th ~ or €03 12
M b =— p 2—ﬁ+02
660 r
r> R:

10 50D [ dr 5 0P

r2 Or (r 8r> 0 " or !

6¢_D1 [ dr D,

— = — — ®=——-+1D
or  r? T e
Konstantenbestimmung;:
wiahlen ® =0firr w00 — ®=Dy;=0
!

fiir r = 0 mufl ® endlich sein, da keine Punktladung — C; =0

fir r = R muf} ® stetig sein

— —éR2+C’2 = —%
fiir r = R muff E stetig sein
- é 7% Pr= %R?’ - 477630
1
S Oy = 2% 2

18
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3.3 Die Dirac’sche Deltafunktion
betrachten Punktladung ¢ bei 7=0 —  p(F) = ¢4(F)

0 L[r|#0

5(7) = // 5(7) dV = 1
00 R3

=0

6() = d(x) d(y) 4(2)
formal % bei r = 0 differenzierbar
1
A— = —47i(F)
r

betrachten % bei Radius R

// AldV:///divgradldV:
r r
% 1%

1 1
# grad - dF = —ﬁzwz? = —dx
f

jetzt bei Radius — 0

// A% v = ///—4@(?) av = —477// 5(7) AV
% \% %

1

Eigenschaften der Deltafunktion:

19



1 firi=k

0 ,sonst
fi = 0w
k

o) = /5($—m’)f(a:’) o’ = / 5z — 2V f(2) da
6(r) = o(x) 6(y) 6(2)

5(z) / F@)F (@ —y) dy = f'(a)

3.4 Verhalten von O, E an Begrenzungen -etwas Potentialtheorie-

o] P)
(b =
") 47r50// =Y
v

Problem: oft p nicht vorgegeben, sondern z.B:

e & auf Begrenzungen
e Normalkomponente von E
Bsp. Kondensator, im Inneren ladungsfrei

Potentialtheorie:

Durch Vorgabe von ® oder der Normalablei-
tung von ® auf der Oberfliche eines Volu-
mens, ist ¢ im gesamten Volumen eindeutig
definiert.

Wenn Ladung im Volumen vorhanden ist, dann ist das Gesamtpotential gleich der
Summe der Einzelpotentiale:

o=d+ // o) gy
T 4dmeg |’F—7?’|
1%

AP =0

20



Einfluf} von Begrenzungen auf E oder ®:
dF
} / §
o
/ # AF
E, =
a) dF

Beweis:
#Edﬁ:i///pdvzg
€0 €0
F v

By AF — By, AF = ZAF
1 £0

nur Normalkomponente, da

EQt . Aﬁ = 0
b) E im Inneren von Metall: E=0
< Oberfliche eines Metalls ist Aquipotentialfliiche
Beweis:
j=o.F

1
elektr. Leitfahigkeit

— Et im Inneren 0 — Et auBen auch 0
« Feldlinien treffen senkrecht auf Metalloberfliche

¢) Ladungen sitzen auf der Oberfliche eines Metalls

divE =2
= %
0 fiir E=0

d) hohler Metallkérper, im Inneren ladungsfrei:

L
FE = 0 im Inneren

21

- — o
E2n _Eln = -



Beweis:
§£ Eds=0 55 E ds=0 da keine Potentialdifferenz auf Oberfliiche
l
1 2

Feldfrei

Potentialtheorie: AD=0 —— O (7)

a) Methode der Spiegelladung

Metallplatte darf eingelegt
+q werden, ohne dass sich das

d Trick
e o Feld #ndert

+q
rotationssym. um z-Achse

b) Versuch durch Superposition von Losungen ®,,(7)

0= c,®u(f) :AD=0

Bsp. Ladung in Metallkugel

AP =0 <I>=9+D
r

Q1 = 4TRi %0y Q2 = 4TRy%0

22



Ry <r < Rs:

Oy = Py
r 2 RQZ
Cg !
®3 = 7t Ds P3(R2) = o Cs = Ry(®g — Ds)

D3 = (g — Ds)% + D3 E3=(dg— Ds)% g Dy =0
Q2 = 4meg Ry dg
Metallkugel geerdet:
Py=0 Q=0 P3=0firr > Ry
Es=0
Metallkugel isoliert:

Q1+Q2=0 Q2=-Q1=Q
Q Q

0= 3=
47T€0R2 471'50’/“

3.5 Das Feld zweier Punktladungen, Multipole
P(x.y,z)

q1 = £q2

r=/x2+y2+ 22

1
- ()
47‘(60 71 )

r1:\/x2+y2+(z—d)2:\/r2+d2—22d
ro =22+ 132+ (2 +d)2 = /12 +d? + 22d

jetzt @ fiir r > d:

d? d
ri2=Vr24+d? F2zd=r\/1+ — F2-cos¥
r T

<1

23



betrachten:

1 1 3 15
— 1 Zp4g? g3
T 2x+8x 4836

setzen:
d
= C ‘19 = —
E=cosd n="

r 1

———

15
= 1=5 (26 +") + 5 (28 +0%)" — 2 (=26 + %)
o 3
=Z77"Pn(§)—\1/+ § n+(—2+2£2)n +
n=0 Py \PT/ —_——

B B 3., 1 5.3 3
Po=1 Pi=¢ =50 —5 Py=50-5¢
P, - Legendre - Polynome

Eigenschaften:

1 ar

_ 2 _1\"
= g & Y

P (=€) = (=1)"P(¢)

betrachten ¢1 = ¢q; ¢2 = *¢:

= 1 | Phx(— | P,
= 2 (7) e ()

jetzt g0 = —q-
1 2(] 00 d 2n—1
@ = —_— — P —
dmeg T nz::l <r> et
jetzt g2 = +q:

1 2 d\>"
(p = - - P n
dmeg T ng <r> ?



allgemein:

1
P = 1 Q—fl s - Potential eines Multipols
TED rn
D= Z o, - gesamtes Potential
n=0
1
Py = 1 @ - Monopol
e T
1
P, = T % cos ¥ - Dipol Q1=2qd=7p
0
1 3 1
o, = Q: (3 cos? 9 — = - Quadrupol  z.B. CO,
dmeg T3 \ 2 2
P53 = e - Oktopol
®, = - 2% — pol
Dipolanordnung;: Oktopolanordnung;:

Quadrupolanordnungen:

&

d
- - ® O
—-2q y
d O|®
+ +
(%)
1 (2qad? 2qd?
(*) (I)—47T€0(T3 P2+TTP3+

25



3.6 Multipolentwicklung fiir eine beliebige Ladungsverteilung

47T60///|T—727d‘//

= 47750{/#?&// f/// (@ dV’+—///f’ 36— Ry }

%,_/
Qo=Q®
3
(1)
Z z;Q;
P = 1 @+#+§i Q(Q)_ +
i4ﬂ-€0 , 7«3 2 r5 £ ik TiTk e
=1
wenn
x1 @)
F= |2 und 7 = | 4
T3 xh
dann:

D _ ///p(F’)x; av’
1 2
(2) /// () [xéx}c —3 (xl + 2’ + ) 524 av’

Eigenschaften des Quadrupolmomentes:

26



e Tensor 2. Stufe

e symmetrisch (Q§2) = 1(921))

e Spur Q¥ =0
e Q® hat 5 unabhiingige Elemente

Fiir jeden Tensor 2. Stufe existiert ein besonders angepasstes Koordinatensystem. Fines
in den der Tensor nur noch Diagonalelemente enthélt. Dieses kann durch entsprechende
Rotationen (3 Freiheitsgrade) erzeugt werden:

"

x
"
Z - Z///
Qi1 Q12 Q13 Qi O 0
— Q12 Q2 Q23 — 0 Q2 0
Qi3 Q23 0—Q11 — Q2 0 0 0-Qu—Q2n

3.7 Feld einer Metallkugel in einem angelegtem homogenen Feld

2 Ohne Metallkugel:

E(f)= Ege,  ®(F) = —Eyz

p Kugel mit Radius Ry
Y und Mittelpunkt 7= 0

Kugelpotential wird sich einstellen ®(r < Rg) =0

E-Feld wird verbogen, Feldlinien treffen senkrecht auf Kugel

Kugel ungeladen Q =0

Monopolmoment nicht vorhanden

27



Waéhlen Dipolansatz, da Ladungsschwerpunkte auf Kugeloberfliche verschoben wer-
den:

oo 0
1 p-r o
dmeg T3
Dz
1 p-r Dy 2
o=_F Pr_ g Z
02+47r50 r3 0Z+47T60 r3
KK, ® = —Fyrcost + P — cos ¥
dmeq r2
Bor+ 221 9
= | —-FEor + ——— | cos
0 4dmeg 72

Randbedingung ® = 0 fiir r = Ry

.1 !
(I)(RO) = <_E()R0 + 47]:'50R02> cos v ; 0

!

=0

—  p. = 4dmreoEo Ry’

Erzeugung eines prézisen Dipolfeldes, da Randbedingung exakt erfiillt

3.8 Energie einer Ladungsverteilung
W = /ﬁ dr q bei 1 = 0 dann g2 nach 75
L
W:/qgﬁl(%)d% L: 00— Ty
L

- / 4o grad @, (7%) i = —qs [®1(00) — @1 (7)] = 21 ()
z T
‘1)1 (OO) =0
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Ladung von oo nach erforderliche Arbeit

1 &l 0
1
2 7 Wzi_.qil_.%
47T€0|T’177"2|
. 1
3 7 Wy = _’Q1q + _‘Q2H g
47T<€0 |T1—T3| |7“2—’I“3|
1 N-1
N Py Wy = P P—

= 4N
47T50 n=1 ‘ T —TN |

gesamte Arbeit:

Potential von Punktladungen, die momentan betrachtete aber ausgenommen:

N

N
T 1 dn 1 x
(D_'m = T =5 S W: 7m(I)_’
(Fm) ;4wso|rm—rn\ - m§::12q (Fm)
m#n

jetzt kontinuierliche Ladungsverteilung:

() =4mo // r_) v = () Wz%///@(f’)p(?)dv

(F£7)

p(7) = codiv B = e AB(H) W= —%50 ///@(f’) AD(F) dV

®(7) AD(7) = div (dgrad ) — (grad ®)? = —div (PE) — ‘E’Q

- W—EO///dlv (@E) dV + 22 ///’E v

betrachten Kugel mit Radius R:

/// div (®E) dV = # ®E dF
Vic Fr
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wenn R > Ausdehnung der Ladungsverteilung:

1 L2 1
o~ ‘E‘ ~ =
r r
€0 =|2 :
— W= 5///’E‘ dav Gesamtenergie
R3
o | 7| .
=—|FE lokale Energiedichte

w
— Wz///deEO
R3
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4 Das von stationdren Stromen erzeugte magnetische
Feld

4.1 Vektorpotential (A)

div B = 0; #édﬁ:o
rot B = uoj+ ,uoeoaa—?; statisch: 8E
= rot B= Lo %Bdr = o //]dF ol
o [=Strom

j=Stromdichte

Einfache Fille:

yﬁédﬁ: By(7) / |7 = pol
L

L

— Wahl von £ so, dass Integrant konstant

— t=Tangentialkomponente

Beispiel: unendlich langer, diinner, stromdurchflossener Draht

B() = B(p,¢) = Byey
%Ed?z Byp2mp = pol

pol
B(p,p) = ?pew

v B=0; B=rot A

g:pg], rot rot A= ,uoj

rot rot A =grad (div A) —AA

rot grad ® = 0; (® = beliebiges Skalarfeld)
A= A+ grad @

rot A’ =rot A
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e Coulombeichung: div grad ® = A® =0

= AA=—rot rot A= —1oj

. . 1 p(7) /
AA, = —pojy; - = )] A
AA, = — 0]z

()
///| dV’ (analog zu x und y)
F—
/// J(7) av’
7
e Bei langen Dréhten:
7o Ho Idr
Alr) = dr | |7 — 7
r ar! /
= o @ j('fﬂ) , /ﬁ—\/
B =rot A—47T///rot (|F—F’|)dv)
e x-Komponente:
(]2 sy o )
|77 — 7] oy \ |7 — 7| 0z \|F — 7|
0 1 0 1
_ -\ 7 5 -\ 7
05 (7=71) =205 (771)
0 1 0 , -1
a—ylf_m:a—[w Y+ (s = 2+ (2 = 2]
J=(F) (7 = )y = 5y (F) (7 = 7)-

Irfﬂl

x

e Biot-Savart’sches Gesetz:

I

—7) x j(F )dV’
7 —
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e Spezialfall: diinner Leiter

o =
B»_}@/(T 7) x IdF
I

L

4.2 Beispiele fiir das Vektorpotential
a) homogenes B-Feld in z-Richtung

E:(O;O;B) ’
I) A= (0,2B;0)
1) A= (-yB;0;0) div A=0 “
o B |
III) A = T
) (~y5325:0)

N

b) langer, stromdurchflossener Draht

— z-Achse liangs des Drahtes

10 0 1 02 0?
I) AAP(pa‘pvz) - (;%p% + ?874,02 + @)Ap(P,QO,Z) =0
19 0 102 02
;@P&*‘?@‘F@)Aw(ﬂ%z)—o
10 0 1 62 02
;gpﬂafp + 2002 + 92 JA=(p,p,2) =0

D) AAg(p, e, 2) = (

1) AA.(p,p,2) = (

= I, II, III giiltig fiir p = 0

— B kann keine z-Komponente haben; B = rot ff; A, #0
— B ist rotationssymmetrisch um die z-Achse
—div A=0

— Ansatz:
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B

%Edf’: —g27rp =pol = a= _Hoy
p 27

L

7 o o 3 ol
A=—-—11 ; B=—I-
27 npe 2 pew

c¢) stromdurchflossene rechteckige Schleife

p Z A Y J k s
L x i
1 b b
1 < gt
-a I"'"""/l 1 a + +
¥ i T > -+ -+
b Yo 4 +
v > _ o+
. B b Iy b
Linienladung A
Lintenladung A,
AA = —poj
AAz == 7”03;

— Dipolmoment: (elektrostatisch)
Py =p.=0
py = 7bQ+ + bQ_ = *2bQ+ = *2@21))\4_

— Dipolmoment der x-Komponente des Vektorpotentials:
Mgy = —2a2b] (magnetisches Drehmoment)

AAy = —pojy
Pr = aQy —aQ_ = 2a2bA 1

— Dipolmoment der y-Komponente des Vektorpotentials:
My o = —2a2b]
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AA,

—pojz =0

— Wihle A, = 0, sonst konstant und linear abhéngig

— Dipolnédherung:
o —4ably
Ay = —
4 13
Lo 4ablx
A, = —
Yoo 4r 3
A, =0
o A= HOMXT s sale,
4r 73
B= rot A
~ B, = 0A, B 0A, _ o 3mzx
Oy 0z 4w 7P
0A, 0A, po3m.zy
= B = — - -
Y 0z Ox 4w 7P
0A 0A; 1o 1 322
Ox oy i < r3 b
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5 Zeitlich verdnderliche elektromagnetische Felder

e Beschrinkung auf Raumbereiche mit p(7) = 0; j(7) = 0

div E=0 div B=0

rot E:—aa? rot ngoﬂo%f

= rot rot E = —grot B = —eo,u()@ = —AE + grad div E=—-AE
ﬂ@t B ot?

= AE:GO”Oa;tf - c%a;tf; €= \/ei%

e allgemeine Losung;:
U(z,t) = fT(z—ct)+ f(z+ct); flu)=f(zFct)

e Spezialfall: monochromatische, ebene Welle, die sich in positiver z-Richtung aus-
breitet:
U(z,t) = fT(z —ct) = cos(kz — wt) = Re {ei(k%”t)}

2
; = % = k (Wellenzahl)

° dreidime_psionale, ebene harmonische Welle, die sich in Richtung des Wellenzahl-
vektors k ausbreitet:

W(r,t) = cos(ki — wt) = Re {ez‘(EF—wt)}

e Ebene harmonische Welle, die sich in z-Richtung ausbreitet:

E(Ft) = E(z — ct) B(7,t) = B(z — ct)
. = O0OE, OF OE, OE,(z—ct)

div E = Y = =
v Jr + dy + 0z 0z 0

= FE,(7,t) = const. = EY

div B=0

= B.(¥,t) = const. = B?
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e In Ausbreitungsrichtung besitzt weder das E-Feld noch das B-Feld eine zeitlich

variierende Komponente

ﬂ B
rot £ = —aa—t
OF, B oE, _8Bm
Jy dz Ot
OF, B oL, _8By
0z dr ot
OE, B ok, 78Bz
or oy ot
. 19E
rot B = szg
0B, 1 OF,
8z 2 ot
0B, _ 10F,
8z 2 Ot

0 = 0 (uninteressant)

0E, 0B, N
0z ot

0L, _ 0By N
0z ot

0B, __1oB.
0z cz Ot

0B 108,
0z cz Ot

0E, 0B,

Ou ou

Ok, _ c%

ou ou

|E,(u) = —cBy(u) + const.

| Ez(u) = cBy(u) + const.

0z Ot
N OE, _ 0By
ot
oE, OE, .
= o oy 0 (uninteressant)
OE,(u) 0B, B
0 —c 90 u=2z—ct
OFE, (u) caBy
ou ou
0By(u) 10E, . Lo
B By (iiberfliissig)
0B;(u)  10E, . _
5 ~Hy (iiberfliissig)
(const. = Ey)
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e z.B.: E|x-Achse = E,=0=E,; B, =0=B,; E,(z —ct) = cBy(z — ct)
e = Elektromagnetische Wellen sind Transversalwellen (EU.E)

e ebene, monochromatische Wellen, die sich in z-Richtung ausbreiten:

0=FE,=E.=B,=B,
E,(7,t) = Egcos(kz — wt) = EgRe {ei(kz_“’t)}

0:7;5: H (im Vakuum
Jeolio poH ( )

e Energiedichte:

1
B, (7, t) = —EE()COS(/{Z — wt)
1

o 1 1
w(F,t) = §€0E2 + §M0H2

1 1
poH? = —B* = — E?
Ho poc?
= 60E2

= M0H2 =€0E2
— 1 2 1 2 2
= [0 0] = oo + Guott? = B?]

w(7,t) = egEacos®(kz — wt) = eoEg%[cos(O) + cos(2(kz — wt))]

1

o zeitlicher Mittelwert: < w(7,t) >= ieoEz
e Energiestromdichte: S
~ = = EZ .
S=FExH=—-cos"(kz — wt)e,
Clo
1
= cw(F,t)e,; — = 26 = Soko e
Clo "o Ho
. L lg 1 .
e Impulsdichte: p(rt) = -5 = —w(7 t)e;
c c
2
— klassisches Teilchen: Ey;,, = —
2m

— relativistisches Teilchen:

E = /(moc?)? + (cp)*;
firmg —0: E—cp
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6 Quanten

6.1 Einordnung der Quantenmechanik

e ¢ — Relativitétstheorie
e Energie in ,,Portionen“ — Quantenmechanik

e Planck-Konstante: h, beziehungsweise h = - (hw = hv)

klassische Mechanik

h — 0;,¢c - x©

Quantenmechanik klassische Elektrodynamik
relativistische Mechanik
h#0; ¢ — o0 h — 0; ¢c#£ o0

relativistische Quantenmechanik
Quantenfeldtheorie

h#0; c#

6.2 Beispiele fiir Quanteneffekte

1. Strahlung schwarzer Korper
2. der photoelektrische Effekt
3. Compton Effekt

4. Emissionsspektrum von Atomen

1. Strahlung schwarzer Korper

e Spektrales Emissionsvermogen: Es(w,T) (von Einheitsfliche abgestrahlte
Energie in Frequenzintervall [w, w + dw])

e Klassische Theorie: Ey(w,T) = £25kT (k = 1.38 - 10723:L), Ultraviolettka-
tastrophe!
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e Planck: Strahlungsenergie bei einer bestimmten Frequenz w kann nur in
Paketen (Quanten) ausgetauscht werden:

FE =nhw; h=1.054-10"%Js

w1
Ey(h,w) = A2 % — 1
6’%)" =1+ @ + ..
kT
erT ~ 1+ T (einsetzen — klassische Beziehung)

2. der photoelektrische Effekt

e 1887, Hertz (Karlsruhe)

o)

1) Fir w < wo: I = 0; wy (kathodenmetall)
2) Gegenspannung U fiir die I = 0 wird:
—- U, = hw=wo)
- 1>0 fl'ireeUS < Frin
3) Licht mit bestimmten w; I o Intensitét des Lichtes

E=hw
p=hk
Iplc =/ E? — (mc?)? — relativistische Energie-Impulsbeziehung

= firm—0: E=hw=]|plc
:|ﬂ=§w=ﬂﬂ

= — =k

c

3. Compton Effekt
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e Streuung von Licht an Elektronen
o w; (gestreutes Licht) < w (einfallendes Licht)

4. Emissionsspektrum von Atomen

e scharfe Linie im Emissionsspektrum

1 1
r — ?); ni,ng € Ny ny < ny

o Wasserstoff: + = const.; (2
’I’Ll n

e Bohrsches Atommodell:
— nur Elektronenbahnen mit Drehimpuls nh; n € Ny
— Kreisbahnen: mvr = nh; v = Bahngeschwindigkeit
— auf diesen Bahnen Bewegung strahlungsfrei
Elektron kann von Bahn der Energie E auf Bahn mit Energie E’ wech-
seln (E — E' = hw)
Kreisbahnen im Coulomb-Zentralfeld

1 ze2  mo? 1 1 1
- =0; —Jw? = —r*mw? = —mv?
4meg 12 r 2 2 2
, ze? 1
=P ="
r mdmeg

= mur = nh

N n2h?
r=----———
ze?mdmeg
1 2
= B=-mv? -5
2 r
1 ze?2 1 ze? 1 1ze2 1
E=-m— - — =—-—
2 r mdmne r 4dmweg 2 r 4dmeg
5 _1 ze? ze?mdre _ _12264777/
24mey  n2h? 2 n2h?
1 (ze2)’m
Enh=1)=—-——=-~—~—
m=D=-3""%
1(ze?)?m [ 1 1
== AF=——""+ | = — =
2 n?  n3
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7 Dualismus Welle-Teilchen

7.1 Doppelspalt

e Interferenz: I (Intensitét) o< |®]* # |@1]% + |®o|”; (@ = By 4 Dy)
e kleine Lichtintensitidten (immer nur ein Photon im Experiment)

— fiir kurze Belichtungszeiten: ein lokaler Fleck auf dem Schirm (Teilchen-
spalt)

— fiir lange Belichtungszeiten: Interferenzmuster (Wellenspalt)
7.2 Spektralzerlegung und Fouriertransformation
o E(Ft) = Eoé'pei(’;’t‘”t); €p: Einheitsvektor der linearen Polarisation
2 =1, é’ﬂg =0

[ ]
eP

4

Io

VI

lineares Polfilter
{in x-Richtung)

o Energiestromdichte: I = I, cos? ©
e Einzelnes Photon:

— Photon passiert den Analysator, oder
— Photon wird absorbiert

— = Durchgangswahrscheinlichkeit: cos? ©

e Interpretation:
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— eine Messung ergibt nur bestimmte Resultate (Durchgang oder Absorption):
Eigenwerte

— zu den Messresultaten gehtren zwei Eigenvektoren €, = €, und €, = €,
— ein beliebiger Vektor €&, = €, cos © + €, sin ©

— Quadrat der Koeffizienten gibt die Wahrscheinlichkeit fiir Durchgang (cos? ©)
oder Absorption (sin® ©)

— Polarisationsrichtung nach Messung: €,

e Fouriertransformation

oo

/ F(k)e™**dk

—0o0

1
Cor

f(I,t—O)

wenn f(z,t = 0) gegeben:

F(K') = / flz,t=0)e *dy

oo oo

/ S / F(k)e**dk | e=™*'*dx
27
a7 i(h—k)z
= — F(k)e dx | dk
27
17 7 i(h—k)z
=— [ F(k) e dz | dk
27
=26 (k—k')
P = / F(R)S(k — K)dk
o f(x) o—e F(k)
£(z) Fllkoa
*» ) 9 >
\J]a | f;—’ X -a ak
22

— Ausdehnung im Ortsraum: Ax = 27”
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— Breite der Verteilung: Ak = 2a
— AzAk = 22a = 47
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8 Materiewellen und Schrédingergleichung

e 1923 de Broglie: Hypothese der Materiewelle

e 1927 Darvisson, Germer: Interferenz von Elektronenstrahlen

8.1 Realisierung des Konzeptes der Materiewellen
1. Das Teilchen wird durch Wellenfunktion W(7,¢) beschrieben

2. |W(7,t)|* wird als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert

o p(it) = [W(71)*; p(F,t)dadydz
— Wahrscheinlichkeit, dass Teilchen in Volumen dzdydz um den Ort 7 zu
Zeitpunkt ¢ zu finden

o [ [ [ p(Fit)dxdydz =1

3. Messung einer beliebigen Grofle; es soll ,,Spektralzerlegung® gelten

e Eigenfunktion ¥, (7) mit Eigenwert a,,
e wenn V(7 ty) = ¥, (7) dann liefert Messung den Eigenwert a,,
o U(7 tg) => ¢, U, (7) (Spektralzerlegung)

— Messung liefert bestimmten Wert a; mit Wahrscheinlichkeit |cj\2
e Nach der Messung: Wenn Messergebnis a; dann Wellenfunktion nach Mes-
sung: ¥, (7) (Reduktion der Wellenfunktion)

4. o Zeitliche Entwicklung des Systems wird durch Schrodingergleichung be-
schrieben

o P .
(7, 1) = Uoe! b, o = E = hw;p = hk

0
— V(7 t) = —iwV (7
5 (7, 1) 1w (7, t)
) 272
— ih%\l/(ﬁt) = hw¥ (7 t) = 2%\11(?,15) = f;:l (1)

L0 h? S
— Zhaq](r,t) = 7%A\P(T,t)

= Schrédingergleichung fiir ein freies Teilchen
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e Verallgemeinerung: Teilchen in Potential V (7)

P2
F="—+V({F) =h
- 2m Vi

= oineiy = [E A v vy
Wor YT 2m ’

H: Hamilton-Operator

— ih%\l/(ﬁ t) = HU(7,1)

8.2 Teilchen als Wellenpakete

e Ebene Welle: U(7,t) = \Ifoei(EF_“t); w= %; k= %
e Superpositionsprinzip: ®(7,t) = ff(E)ei(EF’“t)%

e Phasen- und Gruppengeschwindigkeit:

—

w(k) . hk

U = k|2 T om
_
T 2m
o 8 o . - - h hk
)w(k) = V;;W(k) = E(kmakyakz) = E

Ug:(@;aik‘y;ﬁikz

8.3 Heisenbergsche Unschérferelation
e Ebene Welle: keinerlei rdumliche Lokalisierung aber sehr starke Lokalisierung des
Impulses (7 = hk)
o AkAxz >1

o ApAzx > 527%

8.4 Zustand, GroBe, Wert einer GroBe

e Physikalische Grofle ,G“ (Observable) driickt quantitative Beziehung zwischen
verschiedenen physikalischen Systemen aus
— Beispiel: Energie, Impuls, Drehimpuls

e Naturvorgiinge sind Ubergiinge zwischen Zustéinden
— stetig ablaufende Vorgénge (unendliche Folge inkrementaler Schritte): Pro-

zesse
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Zustdnde: im allgemeinen nicht direkt beobachtbar

der einer Observablen ,G* zugeordnete Messwert W (G, Z) =< G > ist eine Zahl;

(Z=Zustand)

in einem Zustand hat jede Observable einen festen Wert

Prozessgrofe: nicht dem Zustand zugeordnet, sondern einem Prozess als Ganzem

(Beispiel: Wérme, Arbeit)

Rolle der Zeit:

Observablen haben in jedem Zustand einen bestimmten Wert
Umgekehrt: das System befindet sich zu jedem Zeitpunkt in einem Zustand

Zeit dient der Anordnung von Zustédnden

Messung physikalischer Grofien:

Einzelmessung: Ablesen eines Zahlenwerts von einem Messinstrument fiir

die Grofle ,,G¢

Eigenwert von ,,G“: mogliche Zahlenwerte bei einer Einzelmessung (an einem
bestimmten System)

Spektrum von ,,G“: Menge aller Einzelwerte

Messung: Wiederholung von Einzelmessungen an einem Ensemble (von glei-
chen und im gleichen Zustand befindlichen) Systemen)

nur eine Einzelmessung pro System

e Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion w(G, Z)

_ System mit
" gleichem Zustand

wiG,z)
A

m{G,z)
A

IR

G G

e Observable und deren Werte

7 Wahrscheinlichkeitsdichte: w(7, t) = [¥(7, t)[?
Funktion G(7):

« Wert von G(7): W(G,¥) = [ w(F, t)G(F)drF
= [0 (7, t)G(F) U (7, t)dF (W=Mittelwert)



x [[O(F 1)) dr=1
- Erhaltung der Wahrscheinlichkeit:

* gyw(r,t) + div j, (7, t) = 0 (j,=Wahrscheinlichkeitsstrom)

at
— Impulsabhingige Groflen (zum Beispiel: p selbst):

— —

ﬁ:hE; ilgzﬁ; k= —iV
W(p,0) = /\I/*(F, t)(—ihV ) U (7, t)dF
G(p,7,...) = Funktion des Impulses

W (G, 7),¥) = / (7,1 C(F = —ih, )0 (F, £)dF

(G725, G(5,7)

Grofle klassische Mechanik | Wellenmechanik
Ort 7 F=7= (.’i‘,@,é)
ImPUIS ﬁ Z?: _’th = (ﬁxvﬁyaf)z)
_ Drehimpuls L=7xp L=7xp=—il(fx V)
9 .
Energie =2 + V() H= fh;ZQ + V()
2m N~ Y
Epot
Ekin pe A A . R
beliebige Grofle | G(p,7,t) G(p,7t) = G(—ihV, 7, t)

Reihenfolge von Operatoren im allgemeinem nicht vertauschbar
AB - BA = [A, B}

[/1, B} = Kommutator

AB = kurze Schreibweise fiir: [ U* ABWdF

[Z,9] =&y — g =xy —yr =0

o — i i o i D
[PesBy] = Boby = Byba = =i (=ihg) = (oh) 5 (<ih) 7 = 0
[£.8y] = 38y — By’ = 3(—ih-r) — (=i )z =

T, Py| = TPy — Pyl = T(—1 2y a9
) B )
[mapx]_xpx_pxx—x(—lh%)—( Zhax) Zﬁaja—w+zﬁ
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8.5 Zeitunabhdngige Schrédingergleichung
e Beschreibung stationérer Zustidnde

— Werte aller Observablen zeitlich konstant
— zum Beispiel: |¥(7,t)| = const.(F)
— W, (7 ) = U, (Flemi@nt = W, (F)e i 7t

HU, (7, t) = m%\yn(ﬁ t) = ihW,, (7) (—iwy e

Schrédingergleichung

= B, U, (Fe” !

72 . _
_Y A Ao (7 —dwnt _ E. T —iwnt
g AV (e (7

8.6 Stufenpotential

VJL

Vo

V(z) = VoO(x — x0)
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——— U = [E — V()@(.’E — 1‘0)} v

2m O0x?
\I/II
J:0+E
h2
=3 / U (z)dw
m
Tro—€

- _% (W' (zo+¢) — V' (zo —€)]

xo+€

= / [E — VoO(x — z0)] ¥(x)dx
’”“_i0+8 zote
=F / U(x)dx — / VoO(z — )V (x)dx

|¥(z)| < K (K: quadratintegrabel)

Quadratintegrabilitét: |¥(z)| < K, K € reelle Zahlen

xo+e
0<|E / U(x)da| < |E| K2 =00
xo—¢€
To+e Tro+e
0<|V / O(x — 20)V(z)dz| = |Vo / U(z)da| < |Vo| Ke =0 fiir Vy endlich
Tro—E€ o

U (g +e) — V(g —e) =00
= U'(xg) ist stetig

= U(zy) ist stetig und differenzierbar (aus weiterer Integration)

e konstantes Potential Vj

h2 1
—kP=E—Vy k= ﬁ«/Zm(E —V,); E—Vy= Eiin

2m
E > Vy: kist reell

E < Vy: kist rein imaginir

1
k=ix; x = +v2m(Vo — E)
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e cbene Welle

U(x,t) = et kr—wt)
h? 9? h?
T (e t) = — - (ik)2W
T (1) = o (iKW, 1)
= U(x,t) = Upe!xm=wt) — e xa—wt

= U(x) = Pge X (zeitunabhiingig)

e allgemein

U(zx) = \Ilo+e“” + Wy_e ke (1-Dimensional: V konstant)

e Annahme
— Teilchen lduft von links kommend auf Potentialstufe zu; Wahl von g = 0

e Ansatz

) . 1
r<0: U_ ()= ** 4 Re=-7. | = 7 2mE

einfallend reflektiert
. 1
r>0: Uy ()= Te™* ; k, = 7 2m(E — V)
transmittiert
—V_(@)0(~2) — U, ()O(a)
_J0 firx <0,
)1 firz>0
(z) = ik_e™™=* — jk_Re~ -2

\I/g_ (z) = ik, Tetr+®

e Stetigkeitsbedingungen

U_(0)=0,(0); 1+R=T

U (0) =0 (0); k_(1—R) = kyT
k-(1-R)=kyT=ki(1+R)

ko —k_R=ki+kiR

ko —ki=k-R+kiR

ko —ky
R_k_+l~c+
2%
T =1 = —
TR=
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e Reflexionswahrscheinlichkeit

ko —ky|?

PR:|R|2:’]€_+]€+

e Transmissionswahrscheinlichkeit

ko —ki | ko4 ky |kl —ky
Pr=1-Pgr=1- - _
4 R ‘k+k+ ko +ky |k +ky
_prhe | 2k PRy
[ T
E<Vo: ks =ixy; Pr=|ziel =1
a) <Vo: + = IX4s R_‘k_+iX+ -

Pr = 1; \IIJr(x) = ei(ix+)a: — e X+Z
b) E>Vy: k_,ky: reell; Pp >0 fiir Vj #0

0 b4

e E<Vy: Pp=1; U, (2) =X+ = gmxs7

I I i

h
Va 1

—_—

J&

-a 0 a

k i % i k

1
gk Vw_’ Teikx
_ —  »

]
Rl Bex
' ]

1

Tunneleffekt

fiir x2a >> 1; Vereinfachung: B =0
T = 67)620, _ e—%\/m(VD—E)

Pr =T = e~ Vm(Vo—E)

optisches Analogon:
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